


































































































































































































































































Решение.

AB
¾ ®¾

× AC
¾ ®¾

= –2 × (–1) + 0 × 1 + 1 × (–1) = 1.

Пример 2. Если изменить расположение осей координат, то коор-
динаты двух векторов изменятся. Изменится ли тогда скалярное
произведение этих векторов?

Решение.

1) На рисунке 150, б для векторов AB
¾ ®¾

и AC
¾ ®¾

в системе координат

Ox1y1z1 имеем: AB AC
¾ ®¾ ¾ ®¾

× = –2 × (–1) + 0 × (–1) + 1 × 1 = 3;
2) в системе координат Ox1y2z1 имеем:

AB AC
¾ ®¾ ¾ ®¾

× = –2 × (–1) + 0 × 1 + 1 × 1 = 3;
3) видно, что при переходе от одной системы координат к другой

координаты векторов AB
¾ ®¾

и AC
¾ ®¾

изменились, но скалярное произве-
дение их осталось без изменения!

Рассмотрим свойства скалярного произведения двух векторов.

Теоремы 28

1. Скалярное произведение двух векторов не зависит от выбо-
ра системы координат.

О геометрическом смысле скалярного произведения двух векторов

2.
r r
аb = |

r
а| × |

r
b | × cos a, где a — угол между векторами

r
а и

r
b.

Векторный признак перпендикулярности двух прямых

3. Если скалярное произведение ненулевых векторов AB
¾ ®¾

и AC
¾ ®¾

равно нулю, то прямые АВ и АС перпендикулярны.

Доказательства.

1. 1) Даны векторы AB
¾ ®¾

(х1; у1; z1), AC
¾ ®¾

(х2; у2; z2) (рис. 151). Запи-

шем квадрат длины вектора AD
¾ ®¾

, который является суммой векторов

AB
¾ ®¾

и AC
¾ ®¾

:
(х1 + х2)2 + (у1 + у2)2 + (z1 + z2)2 =

= + + + + +( ) ( )х y z х y z1
2

1
2

2
2

2
2

1
2

2
2 + + +2 1 2 1 2 1 2( );x x y y z z
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2) отсюда

AD2 = AB2 + AC2 + 2 AB AC
¾ ®¾ ¾ ®¾

× , AB AC
¾ ®¾ ¾ ®¾

× = AD AB AC2 - -2 2

2
;

3) так как расстояния AD, АВ и АС не зависят от выбора системы

координат, то число AB AC
¾ ®¾ ¾ ®¾

× , которое выражается через эти расстоя-
ния, также не зависит от выбора системы координат.

2. 1-й способ. 1) Так как скалярное произведение двух векторов
не зависит от выбора системы координат, то оси системы координат
можно расположить таким образом, чтобы это было удобно для вы-
числения скалярного произведения. Расположим оси так, как пока-
зано на рисунке 152. Имеем:

r
а (0; y1; 0),

r
b(x2; y2; z2),

r r
аb = 0 × x2 + y1y2 + 0 × z2 = y1y2;

2) учтем, что y1 = |
r
а| и

y

b

2

| |
r = cos a (из прямоугольного треуголь-

ника ОВС: OC ^ BB1 и OC ^ B1С. Поэтому ОС ^ ВС);
3) поэтому

r r
аb = y1y2 = |

r
а| × |

r
b | × cos a.

2-й способ. 1) Более простое доказательство можно получить,
если оси системы координат расположить так, как показано на ри-

сунке 153. В этом случае векторы OA
¾ ®¾

и OB
¾ ®¾

оказываются лежащими
в координатной плоскости хОу;
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2) так как y1 = OA = |
r
а|, y2 = OC = |

r
b | cos a, то

r r
аb = OA OB

¾ ®¾ ¾ ®¾

× = 0 × x2 + y1y2 + 0 × 0 = y1y2 = |
r
а| × |

r
b | × cos a.

3. 1-й способ. 1) Применим выведенную формулу скалярного

произведения двух векторов. Имеем: AB AC AB AC
¾ ®¾ ¾ ®¾ ¾ ®¾ ¾ ®¾

× = × =cos a 0,

|AB
¾ ®¾

| ¹ 0, |AC
¾ ®¾

| ¹ 0;
2) отсюда cos a = 0. Поэтому a = 90°;

3) это означает, что угол между векторами AB
¾ ®¾

и AC
¾ ®¾

— прямой.
Следовательно, АВ ^ АС.

2-й способ. 1) Пусть в системе координат Охуz AB
¾ ®¾

(x1; y1; z1),

AC
¾ ®¾

(x2; y2; z2) и AB
¾ ®¾

× AC
¾ ®¾

= x1x2 + y1y2 + z1z2 = 0. Докажем, что АВ ^ АС;
2) выберем новую систему координат Ax1y1z1 (рис. 154) так, что-

бы в ней вектор AB
¾ ®¾

имел координаты b, 0 и 0, вектор AC
¾ ®¾

— коорди-
наты c1, c2 и c3;

3) в силу теоремы 28.1

x1x2 + y1y2 + z1z2 = bc1 + 0c2 + 0c3 = 0;

4) отсюда bc1 = 0;
5) так как b ¹ 0, то c1 = 0;
6) значит, C Îy1Az1 и АС Ì у1Аz1;
7) имеем: ( , )AB y Az AC y Az^ Ì1 1 1 1 Þ ^AB AC.
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Следствия. Скалярное произведение двух векторов обладает
следующими свойствами:

1.
r r rr
ab ba= ;

2. ( )
r r r r r rr
a b c ac bc+ = + ;

3.
r r r r
a kb k ab( ) ( )= ;

4.
r r r
aa a= 2

.

Доказательства.
1. Имеем:

r r
аb = x1x2 + y1y2 + z1z2 = x2x1 + y2y1 + z2z1 =

rr
ba.

2—4. Воспользуйтесь определением скалярного произведения
двух векторов.

16.2. Примеры решения задач

Задача 1. Дан параллелепипед
АВСDA1B1C1D1, гранями кото-
рого являются ромбы со сто-
роной а и острым углом, рав-
ным 60° (рис. 155). Найдите
диагонали  параллелепипеда
АС1, DB1, CA1, BD1.

Решение.
1) По правилу параллелепи-

педа AC AB AD AA1 1

¾ ®¾ ¾ ®¾ ¾ ®¾ ¾ ®¾

= + + .
Найдем скалярный квадрат

этого вектора:

AC AB AD AA AB AD AB AA1
2 2 2

1
2

12 60 2 60= + + + × ° + × °+cos cos

+ × ° = + × × =2 60 3 2 1
2

3 61
2 2 2AD AA a a acos ,

AC a1 6= ;

2) по правилу параллелепипеда DB DA DC DD1 1

¾ ®¾ ¾ ®¾ ¾ ®¾ ¾ ®¾

= + + . Найдем
скалярный квадрат этого вектора:

DB DA DC DD DA DC DA DD1
2 2 2

1
2

12 120 2 120= + + + × ° + × °+cos cos

+ × ° = - - + =2 60 3 21
2 2 2 2 2DC DD a a a a acos ,

DB a1 2= ;
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