
Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï ðåñïóáëèêàíñêîé îëèìïèàäû ïî ó÷åáíîìó ïðåäìåòó "Ìàòåìàòèêà"

2020/2021 ó÷åáíûé ãîä
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10 êëàññ

1. Äàíî ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî a. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(an) çàäàíà ðàâåíñòâàìè a1 =

a
a+1 è an+1 =

aan
a2+an−aan ïðè âñåõ n > 1.

Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå C, òàêîå ÷òî íåðàâåíñòâî

a1 + a1a2 + a1a2a3 + . . .+ a1a2a3 . . . am < C

âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ m, êàêîå áû a íè áûëî çàäàíî.

Îòâåò: 1.

2. Â òðåóãîëüíèêå ABC äëèíà ñòîðîíû BC ðàâíà ïîëóñóììå äëèí ñòî-

ðîí AB è AC. Áèññåêòðèñà óãëà ∠BAC ïåðåñåêàåò ñòîðîíó BC â òî÷êå L.

Îêðóæíîñòü, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ïðÿìîé AL â òî÷êå L è ïðîõîäèò ÷åðåç âåð-

øèíó B, âî âòîðîé ðàç ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AB â òî÷êå X. Îêðóæíîñòü,

êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ïðÿìîé AL â òî÷êå L è ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó C, âî
âòîðîé ðàç ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AC â òî÷êå Y .

Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ XY : BC.

Îòâåò: 3 : 4.

3. Äàíû íå÷¼òíûå ÷èñëà x, y è z, òàêèå ÷òî ÍÎÄ(x, y, z) = 1. Îêàçà-
ëîñü, ÷òî ñóììà x2 + y2 + z2 äåëèòñÿ íà x+ y + z.

Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî x+ y + z − 2 íå äåëèòñÿ íà 3.

4. Êâàäðàòíûå òð¼õ÷ëåíû P (x) è Q(x) ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì

åäèíèöà, èìåþùèå äåéñòâèòåëüíûå êîðíè, íàçûâàþòñÿ äðóæåñòâåííûìè,

åñëè ïðè âñåõ t ∈ [0, 1] êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí tP (x) + (1 − t)Q(x) òàêæå
èìååò äåéñòâèòåëüíûå êîðíè.

à) Ïðèâåäèòå ïðèìåð êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíîâ P (x) è Q(x) ñî ñòàðøèì
êîýôôèöèåíòîì åäèíèöà è èìåþùèõ äåéñòâèòåëüíûå êîðíè, íî íå ÿâëÿ-

þùèõñÿ äðóæåñòâåííûìè.

á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíîâ P (x) è Q(x)
ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì åäèíèöà, èìåþùèõ äåéñòâèòåëüíûå êîðíè,

íàéä¼òñÿ èìåþùèé äåéñòâèòåëüíûå êîðíè êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí R(x) ñî
ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì åäèíèöà, äðóæåñòâåííûé êàæäîìó èç íèõ.

Îòâåò à): P (x) = x2 + 4x+ 2 è Q(x) = x2 − 4x+ 2.

10 êëàññ. 1 òóð. Âàðèàíò 2. Áëàíê äëÿ æþðè.


